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Na cinematica estuda-se o movimento de uma particula independentemente
das causas que provocam esses movimento.

Trajetoria: E o lugar geométrico dos pontos sucessivamente ocupados por
uma particula durante o seu movimento.

Velocidade: E um vetor, tangente a trajetoria em cada ponto, orientado
no sentido do movimento, cujo modulo € a variacao do espaco percorrido
por unidade de tempo nesse ponto. (ver slide n° 11)

1. Movimento retilineo

No caso do movimento retilineo a direcdo do vetor é constante e
coincide com a trajetoria (reta).

Neste movimento, por ser constante a direcao do vetor, os problemas
podem ser resolvidos através de grandezas escalares, atribuindo um
sinal positivo ou negativo ao moédulo do vetor conforme a distancia da
particula ao ponto de referéncia aumenta ou diminui com o tempo.
Passaremos a utilizar o termo VELOCIDADE ESCALAR.



INICIO

A trajetdria tem a direcdo do eixo Ox. O sinal positivo € atribuido ao desloca-
mento quando este se faz no o sentido positivo do eixo e negativo no caso
contrario (considera—se que o carro € uma particula que ocupa as posicdes P,, P, etc..).

Velocidade média (V,,): E o espaco que em média o carro (particula)
percorre por unidade de tempo. Calcula-se dividindo o espaco
percorrido Ax pelo tempo de duracao do percurso (At).

AX . (Xz B Xl)
At (t,—t)

m

Neste exemplo a velocidade média é positiva porque, como 0
movimento se faz no sentido positivo do eixo, X,>X;.



Velocidade instantanea € a velocidade que o carro (particula) tem
em cada instante.

. AX dx
V=Ilm—=—
At—0 At dt
x(m) x(m)
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E facil perceber que no percurso de uma viatura num circuito urbano a
velocidade varia muito ao longo do tempo, dado que ha periodos de
paragem em que a velocidade é nula, seguindo-se periodos em que 0
carro vai aumentando gradualmente de velocidade e depois perdendo
velocidade até parar de novo. Nos varios pontos do percurso o carro tera
diferentes velocidades instantaneas e no final do percurso se dividir o
espaco percorrido pelo tempo que demorou o percurso, obtém-se a
velocidade média.



No grafico de variaveis t e x (tempo vs. espaco) representa-se 0 movimento
retilineo de uma particula em que a velocidade varia ao longo do tempo

a parficula move-se de uma posigao XU,

Slope ZETO: Uy Y p & | mo sentido positivo até ao valor x=0
., C ty = ) — e X
. declive negativo 0 a particula desloca-se no sentido positivo,
p~ & Ve<0 v reduzindo a sua velocidade até v=0
: Ip ﬁ — X

-’
L v = () neste instante a velocidade € nula

e . X : :
0 _ a particula desloca-se no sentido negativo

p  aumentando a sua velocidade

.rD A
0 desloca-se no sentido fiegativo, diminuindo a

U . sua velocidade até atingir a posicdo x=0
{g

weesseene declive positivo:
V=)

X

Aceleracao meédia de uma particula que se move de P, para P, em
movimento retilineo € um vetor que tem a seguinte componente segundo
0 eixo Ox

A aceleracao instantanea sera entao:

_ Av  dv
CT MDAt T dt
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FIM
“Quando se carrega no acelerador de um carro a velocidade vai aumentando com o
tempo, a aceleracéo € positiva(Av > 0), O MOVIMENTO E ACELERADO

Quando se carrega no travao, a velocidade vai diminuindo com o tempo, a aceleracéo é
negativa (Av < 0), pelo que O MOVIMENTO E RETARDADO.”

A afirmacéao anterior € valida quando o movimento se faz no sentido em que o
valor de x aumenta. Quando se faz em sentido contrario , isto €, quando o
carro esta a andar de marcha atras, com movimento acelerado, as velocidades
sao negativas porgue o valor de x diminui com o tempo, e a variacao da

velocidade é negativa porgue a velocidade diminui com o tempo.

Se por exemplo a velocidade fosse, em valor absoluta, 2 m/s em P, e 5 m/s em P, (esta a acelerar),
como as velocidades séo negativas ficava: Av = —5— (—2) = =3 < 0 e portanto a<0

De uma forma geral pode-se afirmar que o MOVIMENTO E ACELERADO
guando a velocidade e a aceleracdo tém o mesmo sinal e € RETARDADO
guando a velocidade e a aceleracao tém sinais contrarios.

Quando se mantém a mesma aceleracao, diz-se que o movimento &
UNIFORMEMENTE ACELERADO ou UNIFORMEMENTE RETARDADO ou,
mais genericamente, UNIFORMEMENTE VARIADO.



Movimento retilineo uniforme: caracteriza-se pela
constancia da velocidade instantanea. O corpo mantem a
mesma velocidade ao longo do tempo.

dx
V=const. = — =V = X=X, +Vt

dt X=X,
X, € 0 espago inicial, porque quando t=0 tem-se:

Movimento retilineo uniformemente variado:
caracteriza-se pela constancia da aceleracao

dv
a:const.zaza:w:vwat

v, E a velocidade inicial (no instante t=0)

A equacao que traduz a variacao do espaco com o tempo obtém-
se integrando a expressao anterior:

dx 1 .,
VZEZVO‘FaXt :>X=X0+Vot+§at



Nalguns problemas podera interessar utilizar uma equacao onde nao esteja
explicitamente o tempo, mas em que a posi¢ao do ponto pode ser calculada
conhecendo a sua velocidade, a velocidade inicial e a aceleracao.
Da equacao da velocidade

V=V, +at

tira-se que:

Substituindo na equacéo dos espacos fica::

x =20 = v, (00 4 2a (P2 0)

a 2 a
vwy, Vol V¢ 207, Vo2
X —Xg=—— +
a a 2a 2a 2a
2 .2
Y — xn = 20 v__i(vz_UZ)
0

Esta equacéo permite calcular o espaco percorrido, quando se conhecem
duas velocidades e a aceleracao



A ultima equacao pode ainda escrever-se sob a forma

v? = v,% + 2a(x — x0)

que permite calcular a velocidade que tera um ponto a distancia d=x-x,
da posicao inicial, conhecendo a aceleracado constante do movimento

Ou sobh a forma

B V2 — v,?
- 2(x — xg)

a

gue permite calcular a aceleracao do movimento em funcao da
velocidade e da distancia percorrida



QUEDA LIVRE DE UM CORPO LANCADO NO ESPACO

Uma moeda é largada na origem do eixo Oy. A medida que
| @,=-g--%8m/s" 0 movimento se desenvolve a moeda vai caminhando no

y sentido negativo daquele eixo.
a) avariacao dos espacos tem sinal negativo => v<0
« —l.._.n b) avariacdo da velocidade tem sinal negativo => a<0
Y= 0 ) c) a velocidade inicial € negativa se for dado um impulso
7 t=1s para baixo

As equacles do movimento

=3 1
o i V=V, +at e y:y0+v0t+§at2
serdo agora escritas:
a=-g =V=-V,—gt
1 > 1
. _,—*3-‘35 y—yo_vot_Egt — yo_y—Vot"‘Egt
l v Muitas vezes considera-se uma nova variavel | N = Yo— ¥

A

V=V, +gt e h:vot%gt2

Quando se faz a mudanca de variaveis a velocidade e também a velocidade
inicial passam a ser positivas quando sao dirigidas para baixo que é o sentido em
gue o valor da variavel h aumenta (“h é a altura de que o corpo cai”)



Retomando a equacéo geral do que relaciona duas velocidades com a
aceleracao e considerando agora o eixo dos yy tem-se:

V2 =v,2+ 2a(y — y,) v =1 —a(yo —y)
Fazendo: a = —g e Vo —¥)=h fica:
V2 =v,2 4+ 2gh

Quando a velocidade inicial é nula tem-se:

Que é a formula de Torricelli que fornece diretamente
V= Zgh a velocidade com que uma particula chega ao solo,
largado, sem velocidade inicial, de uma altura h.

Ou, explicitando o valor de h
V2 Qua € a altura de que uma particula foi largada sem

— 24 velocidade inicial quando atinge o solo com uma
velocidade V.

h

Para saber o tempo que uma particula demora a chegar ao
solo, largada sem velocidade inicial de uma altura h tem-se:

V=V, +gt com v, =0

vV 4/2gh 2h

t——:—:

g g g



Movimento nao retilineo

o 1. Vector de posicédo de um ponto P(x,y,z) € o vector (P-O)
sendo O(0,0,0) a origem dos eixos coordenados

F=P—0=xi+vy]+zk

= 2. Velocidade

FIGURA31 O vetor posicdo 7 da Quando o ponto P se desloca no espacgo, 0 seu
el e il vector de posicao vai mudando ao longo do tempo.

componentes x, y € z.

Vi = I Vetor velocidade ?
2 meédia (variacdo do t
lo vetor de posi¢cdo com o . Wa
(JL:-:_"' >~ L tempo) %
/ \‘\ " o 7
,/ Trajetoria - .

3 N ~ Ar  Vetor velocidade \
FIGURA32 A velocidade média U, V = llm e . ~ 5
entre os pontos P, ¢ P, possui a At—0 At Instantanea FIGURA3:3 A velocidade instantanea

mesma diregio ¢ 0 mesmo sentido ¥ em cada ponto é tangente 2
do vetor deslocamento Ar., trajetéria no referido ponto.



2. Aceleracéao

(a)

(h)

FIGURA 36 (2) O vetor @ =AB/At
representa a aceleracao meédia
entre os pontos /2, ¢ P,.

_
s AV
m=—
At
(b) Construgao para obtermos
AB =B,-9,
(¢) A aceleracfo instantinea @ no 7
ponto P,. — i AV
O vetor U € tangente a trajetoria e a= A%r_{lo At

o0 vetor @ aponta para o lado
concavo da trajetoria.



MOVIMENTO PLANO

Este movimento acontece num plano e pode ser estudado apenas com
duas dimensdes, utilizando um sistema de referéncia Oxy. Neste caso e
facil mostrar que o vetor velocidade é tangente a trajetdria em cada ponto

Os vetores de posi¢c&do sao os
vetores complanares Iy € I,

A¥ =1, —7, tem adirecio da
secante a curva.

i

_ A7
Quando se calcula a velocidade instantanea V = Al%ToA_t 0S pontos tendem

aproximar-se e a secante tende para a tangente.

Nos movimentos nao retilineos é usual utilizar a variavel s para o espaco e nao
as variaveis x ou y como se fez anteriormente, dado que o0 movimento nao se

faz na direcao de um eixo coordenado.



1. MOVIMENTO CIRCULAR S=r¢
180°= r rad

a) MOVIMENTO CIRCULAR UNIFORME

Este movimento caracteriza-se por uma velocidade escalar (v)
constante. No entanto, o vetor velocidade € variavel porque
ele muda de direcdo, mesmo que mantenha o mesmo modulo.
Seja s 0 percurso percorrido pela particula sobre a
circunferéncia. Tem-se:

ds
v:const:a:v:s:scﬁvt

Esta velocidade também se chama velocidade linear.

Derivando em ordem ao tempo a equacdo S=Tr¢@ obtém-se:

ds_rd_gzﬁ

y dt dt
w = —¢ representa a variagcao do angulo ao centro ¢ com o tempo e denomina-se
dt  velocidade angular e exprime-se, no Sl, em rad/s.

V=rw E a express&o que relaciona a velocidade angular com a
velocidade linear



U, A I_/
7

O vetor aceleracdo a = A%QOE nao é nulo porque agora AV = 0

(o vector velocidade embora tenha o mesmo médulo muda de direc&o e sentido)

Para deduzir a expressao da aceleracao, considere uma particula que
se desloca no sentido AB com velocidade v numa circunferéncia de
raior.

0

Adaptado de: http://www.fisica.ufs.br/CorpoDocente/egsantana/cinematica/circular3/circular3.htm

O ponto encontra-se em A no instante t-At/2 com velocidade er em B no
instante t+At/2, com velocidade V,.

Se a velocidade for uniforme os dois vetores tém o mesmo modulo, v. A
variacao do vetor velocidade pode ser calculada graficamente colocando os
dois vetores com origem no ponto medio P.



Como o triangulo é isosceles, porque os modulos v dos vetores velocidade
Instantanea nos dois pontos sao iguais, tem-se: VI
|AV|n =2 X v X sen(a)

O angulo ao centro descrito no intervalo de tempo At é:

P=2xa

O espaco percorrido pelo corpo no mesmo intervalo de tempo:
AS=Irx@g=2xrxa

O intervalo de tempo At pode ser expresso em funcao da velocidade

:EjAtZZera
VvV \Y

At

O modulo do vetor aceleragcdo média que traduz a variacao da velocidade
no intervalo de tempo At, pode escrever-se:

_ |AV|n _ 2xvxsen(a) _ V¥ sen(a)
media At - 2% X0l r oL
v

2




|AV|n 2xvxsen(cr) v y sen(a)
Ameédia = At = 2xrxa 74

v

. (Av)
Para determinar o valor da aceleracao instantanea calcula-se a, = AE%TH
%

sen(a . .
@) 1 porque para angulos muito pequenos o valor

Quando At—0,a >0=

o 7 A
do seno € igual ao angulo
Sera entéo:
, 2
m A0 At "t 7 I

Esta expressao permite calcular a aceleracao normal ou centripeta em funcao da
velocidade escalar e do raio da circunferéncia.

Considerando a velocidade angular
V=IXw

(rw)’

3

o

i

) 2
—a,=ro d =I'xw



b) MOVIMENTO CIRCULAR UNIFORMEMENTE VARIADO

No movimento circular uniformemente variado existe, em cada ponto da
curva, uma componente normal da aceleracao devido a curvatura. Ha
também uma componente tangencial que é constante e que se define
como a variacao da velocidade linear com o tempo.

dv
atzconst:>azat = V=V, +atl

A equacao dos espacos deduz-se de forma idéntica a do movimento retilineo
e fica:

1
S=S§, +v0t+§att2

O vetor aceleracéao calcula-se com o0 a soma das
suas duas componentes:

R . L2 2
a=a;t+a,n a_\/a‘t +a,




FIGURA3.14 Independéncia entre o
movimento na vertical ¢ na
horizontal. A bola da esquerda é
largada verticalmente sem
velocidade inicial. Simultancamente,
a bola da direita € lancada
horizontalmente do mesmo ponto;

as imagens sucessivas desta
fotografia estroboscopica sao
registradas em intervalos de tempo
iguais. Para cada intervalo de tempo
as duas bolas possuem os mesmos
componentes y da posi¢do, da
velocidade e da aceleracdo, embora
0s componentes x da posicao e da
velocidade sejam diferentes.

2. MOVIMENTO DE UM PROJETIL

A figura mostra dois projéteis com diferentes movimentos no

eixo Ox, mas idénticos movimentos no eixo Oy;

- um corresponde ao movimento de uma bola largada no
espaco sem velocidade inicial

- 0 outro de uma bola langcada na horizontal com velocidade
inicial vy.

Em ambos os movimentos as bolas percorrem a mesma distancia

medida na vertical em intervalos de tempo iguais.

Esta observacao permite-nos concluir que, no 2° movimento, a

posicdo P(x,y) da bola num instante t, pode ser determinada

calculando separadamente as suas coordenadas.

a) Movimento projetado segundo Ox (uniforme)
X =X, +V,,t
X=Vy,t VvV, =V,
b) Movimento p{ojetado em Oy (uniformemente acelerado)
Y= Yo +Vo,t =2 gt V, =V, - gt

No caso presente a velocidade inicial do movimento
vertical é nula e o ponto parte da origem dos eixos, fica:

1
y:_agtz Vy:—gt



Quando o projetil € langado na atmosfera numa dire¢cao que faz um angulo o,
com a horizontal, a trajetéria é a seguinte:

Coloca-se a origem dos eixos no ponto de langcamento do projétil. xo =0; Yo =0;

. : ~ Vo, = Vg COS(y); Voy = VpSen(a

As componentes da velocidade inicial nos eixos sao: ox = Vo C0S(&o); - Voy = Vosen(do)
X = X, +V t X =V, COS(a, )t Mov. uniforme da projecao em Ox.

Y =Y +V,t —% gt’ y =V, sen(e,)t —% gt® | Mov. un/ acelerado da projecdo em Oy.



As componentes do vetor velocidade obtém-se derivando em ordem ao
tempo as coordenas do ponto P(x,y)

"V, =V, v, =V, cos(a,) > -
V = 1/VX +V,
V, =V,, — gt vV, =Vysen(a,) - gt

O mdédulo do vetor velocidade é: M = Vi +V;

O vetor velocidade €, em cada posicao, tangente a trajetoria. A sua direcéo e 0
sentido podem ser identificados pelo angulo o que o vetor faz com Ox.

a = atg Yy No ponto em que a trajetdria interseta 0 eixo Ox & o = —0Q.,
v como se pode observar na figura

X

No ponto mais alto da trajetdria a componente da velocidade segundo Oy € nula
e a velocidade é igual a componente horizontal da velocidade inicial.

No ponto em que o projétil volta a encontrar o eixo Ox o0 modulo da velocidade é
igual ao médulo da velocidade inicial.



A equacao da trajetdria y=f(x) obtém-se eliminando t entre as duas
equacoOes que fornecem os valores de x e y respetivamente.

Da 12 equacdo tira-se que - X =V, COS(a)t ,
X y :vosen(ao)t—E gt

v, cos(a,)

Substituindo este valor na 22 equacéao tem-se:

_ 4 _g g |
y = Vosen(%)(v0 COS(OCo)j 2 (VO cos(ao)j B

g %
2 2
2Vy C0s“ ()

y =tg(c) X—

E a equacdo de uma pardbola dotipo y=a x—bx®

A altura maxima atinge-se quando a componente vertical da velocidade € nula.
vosen(ay)

v, = vosen(ay) — gt =0 _
g



ALCANCE (x,) é o valor de x na posi¢do em que a trajetéria cruza o eixo OxX.

Considerando a equacao da trajetoria, faz-se y=0

g 2 g
=1 X, — X;=0=x_|1 — X, |=0
y g(ao) a 2V§ C032 (0() a — a[ g(ao) 2V§ C052 (OC) aj
g sen(ct,) g
t — X, =0 = X
9(as) 2v: cos’(a) ° = cos(o,)  2v{cosi(a)
_ sen(a,) 2vZ cos’ (a) ‘o 2v’sen(a,) cos(c, )
] cos(a,)g g

ALCANCE MAXIMO

O alcance maximo calcula-se encontrando o valor de o que torna maximo a
fungao x=f(a)

d(xa) . 2V, 2V,°

I(a0) =0=> (cosz(ao)—senz(ao)):0:>

cos(2a,) =0

x . | Paraamesma velocidade inicial,
cos(2¢,) =0= 2, =acos(0) = 2¢, = 5 = a, =— | 0 alcance maximo atinge-se com
uma angulo de 45°



VELOCIDADE RELATIVA
a) Dois movimentos retilineos com a mesma direcdo e o mesmo sentido

¥ | — ——
3
B Y
b
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Se uma passageira P se deslocar no corredor de um

comboio, a sua velocidade em relacédo a um ciclista,

gue esta parado, sera calculada pela expressao geral
vetorial: _, N .
Ve/a =VpgtVp/a

Como os dois movimentos tém a mesma direcao e
0 mesmo sentido podemos substituir a velocidade

vetorial pela velocidade escalar

[VP/A =Vp,g +Vg/a ]




b) Dois movimentos retilineos com a mesma direcdo e sentidos contrarios

A equacao geral é: Vre = Ve +Vy e
A velocidade relativa dos 2 veiculos sera:

VT/Y — VT/E'VY/E

Como os vetores velocidade dos veiculos em
relacdo a estrada tém a mesma direcdo mas
sentidos contrarios, podemos tomar as
velocidades escalares considerando positivo o
sentido da deslocacéao de T. Nesse caso a
equacao anterior escreve-se:

. : Jrd | Vry = Ve Ve



c) Dois movimentos retilineos com dire¢cOes diferentes

| =3
.
o

-

:_,
.

Como se pode observar na figuram a passageira desloca-se agora
perpendicularmente ao corredor, em direcdo ao seu lugar. Neste caso o
problema tem que ser resolvido vetorialmente.



