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TRABALHO E ENERGIA

|
| d |

O trabalho realizado pela forca constante F para deslocar o bloco de uma distancia d é:

W=FXxd

Quando a forca ndo tem a direcao do deslocamento (o que sé acontece quando
ha ligacOes) sera:

Ft = F COS(¢) Note que sé a componente

gue tem a direcao do
FN — Fsen(¢) movimento é que produz
trabalho. A componente
normal a superficie (Fy) é
anulada pela reacao da

W =F xd [W = F cos(p) xd ] superficie.

Na forma vetorial:

[ W =F. AP ] Produto interno do vetor forca pelo deslocamento do ponto

O trabalho é positivo quando ¢ < 902 e negativo em caso contrario.



Quando se considera o atrito entre o corpo e a superficie introduz-se a forga de
atrito que, como se sabe, tem a direcao da tangente a superficie e tem sentido
oposto ao movimento:

f, =uxF, = uxFsen(g)

Escreva uma equac¢ao aqui.
Em seguida calcula-se a resultante das forcas que tém a direcao do movimento

(forcas tangenciais)

Rt _ Ft . fa R; = Fcos(®) — fa

|
| d |

Finalmente calcula-se o trabalho realizado

W:Rth W = (Fcos(@) — fa) X d



Unidades de trabalho
A equacdo de derivacdoé W =F X d

F=[LMT?2], logo W=[L?MT?]
a) Sistema internacional Joule (J)

1 J=1 m?kgs?=1 Nm

b) Sistema CGS erg (erg)

1 erg=1 cm?gs? =1 dyn.cm

2 2 3 -2
1J =1m’kgs > :(10 ch (10 g](lsj =10"cm®gs * =10"erg

im 1kg M 1s

c) Sistema Técnico ou gravitacional: Quilogrametro (kgm)

1kgm =1kgf xIm=9,8Nxm=9,8J



Teorema do trabalho-Energia

Uma particula demora um tempo t, para passar da posi¢ao x, para a posi¢ao
X,, impulsionada por uma forga constante F, resultante de todas as forgas que

atuam na particula, nas condi¢des da figura:

—
I i QO %
){1 XZ

Conhecidas as velocidades nos pontos x2 e x1, a aceleracao pode ser calculada por:

v — vy

2(X2 o Xl)

Multiplicando ambos os membros desta ultima equacdo pela massa m

_m(v; -v)
2 (Xz o X1)

Multiplicando agora ambos os membros pelo espago percorrido X, — X, fica:

mxa

m m
mxa(xz—xl)zz(vzz—vf) = F (X2—X1)=E(V22—V12)



m
F(x,—X)= E(v,j —V;)

F (X, —X)=W ¢é o trabalho realizado pela resultante das forcas qua atuam na
particula para deslocar o ponto da posi¢ao x; para a posi¢ao x,.

2 2
W — I'T'IV2 mV1 TEOREMA DO TRABALHO-ENERGIA ou TEOREMA
T 9 B 2 DA ENERGIA CINETICA
2
myv
a K= T chama-se Energia cinética

O trabalho realizado pela resultante das forcas que atuam sobre uma particula de
massa m, durante um certo intervalo de tempo, é igual a variacdo da energia
cinética durante o mesmo intervalo de tempo.

Para um corpo rigido apenas com movimento de translacao sera:

O trabalho realizado pela resultante das forcas exteriores que atuam sobre um
corpo durante um certo intervalo de tempo, é igual a variacao da energia
cinética durante o mesmo intervalo de tempo.



Este teorema ainda é valido para trajetdrias ndo lineares. Estas trajetérias sao
provocadas por forcas que variam ao longo do tempo, como se viu no caso do

4;'0 movimento circular. Na figura seguinte apresenta-se uma trajetéria parabdlica

B
350 2 y= X2

300 /

250

O trabalho realizado pela forca F, de
direcao variavel, para deslocar a
particula de A até B € a soma do
trabalho realizado em cada
intervalos em que se pode dividir
aquele percurso.

200

150

100

50

0_ I I T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

X

Quando os intervalos sao muito pequenos pode considerar-se que, em cada intervalo, a
forca é constante e o movimento é retilineo. Entao, pelo teorema do trabalho-energia,
o trabalho realizado pela forca para deslocar a particula em cada intervalo é igual a
variacao da energia cinética observada nos extremos desse intervalo.

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

VA VY VS VY. Vv \ VY, VY,
W=m-2-14+3_2,4_ 3 ... 422 0l L
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Podendo assim demonstrar-se a validade do enunciado anterior para qualquer trajetoéria e
portanto para forcas aplicadas variaveis no tempo.



Poténcia

P

Poténcia média m

AW
At

Define-se para um intervalo de tempo e representa o trabalho médio realizado por
unidade de tempo.

Poténcia instantanea

P

lim
At—0

AW dW

At dt

A poténcia esta relacionada com a capacidade de
produzir trabalho. Um carro mais potente, percorre a
mesma distancia que outro de menor poténcia, num
intervalo de tempo menor.

Um aquecedor com 2000W produz o dobro do calor do que um aquecedor de 1000
W, no mesmo intervalo de tempo.

Quando F nao varia com o tempo a trajetéria € uma reta, o deslocamento pode
representar-se por x e o trabalho por F X x

P=FV

T odt dt

dW  d(F X x) dx
P = = =F

T dt

A poténcia num determinado instante é o produto da intensidade da forca pela
velocidade (V) nesse instante.



Unidades de Poténcia
A equagdo de derivagdo & p = AW/ AT RV

W=[L2MT-2] logo P=[L2MT-3]
a) Sistema internacional watt (W)

1 W=1 m?kgs3=1J.s?
b) Sistema CGS erg por segundo

1 erg.s1=1 cm?gs3
1 W=10" erg.s
c) Sistema Técnico ou gravitacional: Quilogrametro por segundo

1kgm.s™=9,8J.s"=9,8W

Outra unidade muito usada, que nao pertence ao Sl é o horse power (hp), nos
paises anglo-saxdnicos, ou o cavalo vapor (cv) nos restantes. A correspondéncia é

a seguinte:

1hp=1,0138cv=7457W
1cv=0,9863 hp=7355W



Energia potencial

1. Energia potencial gravitacional

O trabalho realizado pela forca da gravidade (P=mg) sobre um corpo quando este cai
de uma altura y, para uma altura y, é dado por:

Y. | e Wgrav — mg(yl o y2)
Wgrav = Mgy, —mgy,

[U grav — mgy] é a energia potencial gravitacional da particula
situado a uma altura y do sistema de referéncia

U

2 e W. =U

grav grav.l

[ Wgrav =—(U grav.2 _Ugrav.l) ]

O sinal negativo é essencial. Permite considerar qgue guando

grav.2

W — AU a particula sobe, o trabalho realizado pela forca da gravidade
grav é negativo e a energia potencial gravitacional aumenta,

verificando-se o inverso quando desce.



Pelo teorema da energia cinética pode-se escrever:

2 2
V2 Vl
Wgrav :m?—m—: KZ_Kl

Conjugando com a expressao que fornece o trabalho em funcao da diferenca de
energia potencial gravitacional fica:

K2 o Kl = _(U grav.2 _Ugrav.l)

Kl +Ugrav.1 — KZ +U grav.2

arav ] permanece constante

F=K+U

E, representa a energia mecanica total, soma da energia cinética com a energia
potencial gravitacional.

Pode entdo concluir-se que, durante o movimento de uma particula apenas sujeita a

acao da gravidade, a energia total permanece constante.

QUANDO UM PONTO DESCE A ENERGIA CINETICA AUMENTA E A POTENCIAL DIMINUI.
QUANDO UM PONTO SOBE GANHA ENERGIA POTENCIAL E PERDE ENERGIA CINETICA



2. Energia potencial elastica

Corpos elasticos sao corpos que, terminada a deformacao, voltam a ter a mesma
forma e o mesmo tamanho que possuiam antes da deformacao.

1

A A A forca F aplicada a cada uma das
X 9‘ extremidades da mola é variavel,
sendo tanto maior quanto maior o
4_.'\ AAAAMAAA \ \A x: deslocamento (x) que provoca
l = kx
F = kx Em que k=constante da mola. Nas molas mais simples,

usadas nos brinquedos k=1 Nm. Na suspensdo de um
automovel k=10° Nm-!

Como a forga varia com o valor de x, para calcular o trabalho, divide-se o
deslocamento em n deslocamentos elementares em que, para cada um, se
considera a F constante com o valor que tem no inicio do intervalo.



O trabalho em cada intervalo pode ser calculado pela area do retangulo que tem por
base o comprimento do intervalo (Ax) e por altura o valor da forca (F) dado que W=F.Ax

F=kx Depois somam-se todos estes trabalhos
200 - elementares para obter o trabalho
realizado pela forca. A area do triangulo
150 representa entao o trabalho realizado
F pela forga variavel F quando provoca
100 1 um deslocamento x na mola
50 A
kx 1
0 .  — - W =xx—=>kx
0 20 40 60 80 X ? ?
O trabalho realizado pela Forga F E=k
sobre a mola entre x1 e x2 sera a 200
area do trapézio realcado na /
figura, que pode ser calculado =0 /'/

subtraindo a area do triangulo de
base Ox, e altura kx,, a area do
triangulo de base Ox, e altura kx, 50

100

Wzlkxzz—lkxl2 °
2 2



@ W =EkX22—£kX12
2 2

O trabalho realizado pela mola (F,.) entre x; e x, | Neste caso, amolando
sera igual e de sinal contrario ao trabalho realizado wwwwwwia ,"IZ‘I‘;'lf)',‘;;l}’;‘;"j,‘ff"
pela forca que provoca o deslocamento (F) o 4
|
|
|
1 1 (b) |
WeI —_ kX12 _ kX22 Quan@o a mola se estica, ela rcali/.ujrubalho
2 2 negativo sobre olblucn -“—”'-P- d
| >2 g
—X;—> :
|
o VAV VNANN
Tal como no caso do trabalho gravitacional, ok
| [-:4_
podemos representar o trabalho da mola em i fhcla
termos de uma diferenca de energia no inicio e © |
no fim do movimento. Essa energia é a ENERGIA S s el Ci}l e
POTENCIAL ELASTICA (U,)- 1, , : Sy Sl
U o == kx T :
2 WWWWWWW\me |
0! ?
| _, ~—
: anl;l
1 1 :
_ - 2 = 2 . _ (d) |
Wel _2kX1 2kX2 _Uel,l Uel,2_ ALJeI and iy
I"""'""'d : Uma mola comprimida
<%~ também realiza trabalho
l : '&x:_{l positivo sobre o bloco
b ] ! enquanto relaxa.
N |

qo

mola

F



3. SituagOes com energia potencial gravitacional e elastica

Dado que o trabalho realizado por uma forca elastica entre x, e x, € igual a diferenca
do potencial elastico entre os dois pontos, podemos agora generalizar o principio da
conservacao da energia, escrito quando se considerava apenas a forca gravitacional.

K, +U +U, =K, +U +U,,

grav.1 grav.2

Se houver outro tipo de forcas a realizar o
trabalho (Wmlfr:ac)

[Kl +U grav.l +Uel.1 +W outras K +U grav.2 UeI.2 J
Esta é a forma mais geral deste principio, que se pode g;
aplicar as situagdes onde exista atrito, sendo W_ ;... 0 ;g?é}g

trabalho realizado pelas forcas de atrito (normalmente
energia que se transforma em calor, que é outra forma
de energia).

Se nao houvesse atrito ( resisténcia do ar e atrito

I5 A queda de um saltador de bungee jumping envoh

interno nos eldsticos) haveria conservacao de 0 entre a energia cinética, a energia potencial gravitacio
. . . ~ tencial L:‘.(’a‘;u('i. Devido a énc ia do ar e as forcas d
energia e 0 movimento representado na figura n3o e nica ndo ¢ consenvad:

3canica ff sse cor

parava. > para baixo eternament HU

tador permaneceria os



4. Forgas conservativas

Sao forcas capazes de converter energia cinética em energia potencial e de fazer a
conversao inversa

Caracteristicas do trabalho realizado apenas por forgas conservativas:

- E igual a diferenca entre o valor inicial e final da func3o potencial

- E reversivel

- E independente da trajetéria do corpo, depende apenas do ponto inicial e do ponto final
- Quando o ponto final coincide com o ponto inicia, o trabalho realizado é igual a zero

W, s =U(A)-U(B)

L= distancia entre A e B sobre o plano inclinado: h= distancia medida na vertical



Forcas conservativas
Sao forcas capazes de converter energia cinética em energia potencial e de fazer a
conversao inversa

Caracteristicas do trabalho realizado apenas por forcas conservativas:
- E igual a diferenca entre o valor inicial e final da funcao potencial

- E reversivel
- E independente da trajetdria do corpo, depende apenas do ponto inicial e do ponto final

Numa particula simplesmente pesada, o trabalho da gravidade para a deslocar de A até B é:
A A

B
W, ,=mgxsen(e)xL dadoque h=Lxsen(a) W, ., =mg xh

W, s =U(A)-U(B)=mg(y,—Yz)=mgh O que mostra a 12 propriedade
Se fizer o percurso até B seguindo o caminho AA’+A’B tem-se:
Wya =0 Wue =mgxh

O que permite concluir-se que o trabalho é igual se a particula descer o pano inclinado sem atrito
ou, se seguir um outro caminho, sendo uma funcao apenas da diferenca da funcao potencial .



QUANTIDADE DE MOVIMENTO ou MOMENTO LINEAR

asE=my¥_ Ifzi(m(/)
dt dt

p =MV é a quantidade de movimento ou momento linear

A taxa de variacao com o tempo da quantidade de movimento de uma particula
é igual a resultante das forcas que sobre ela atuam

Como a equacao é vetorial, na resolucao dos problemas nao utilizamos o vetor mas
sim as suas componentes:

Px =My,
p, =mv,

No movimento retilineo utiliza-se apenas uma das equacdes.



A 22 |ei de Newton pode escrever-se, para um intervalo de tempo At, F =mxan
considerando nesse intervalo a aceleragdo media

- A(V
- _AW)

At
Consequentemente:

E:mxam _ A(mv) _
At

A J = FAt chama-se vetor impulso

fazendo A(MV) =MV, —mv, e At=t, -t
resulta, por substituicdao na equagao anterior

F(tz _tl) — m(Vz — 1)

> FAt = A(mv))

Sk

3=m\72—m\71 ::[3: P,— P ]

TEOREMA DO IMPULSO ou DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO — A variacao da
guantidade de movimento (momento linear) de uma particula durante um
determinado intervalo de tempo é igual ao impulso exercido pela resultante
das forcas atuantes durante o mesmo intervalo de tempo.



SISTEMAS MATERIAS

Um sistema material pode ser considerado como um conjunto de particulas com uma
determinada massa (pontos materiais).

O sistema pode ser discreto, como por exemplo o sistema solar, admitindo que cada
planeta € um ponto material, ou pode ser continuo.

Designam-se forgas interiores, as forcas exercidas entre si pelos varios pontos
materiais que constituem o sistema. Forgas exteriores sao as forcas resultantes de
interacOes exteriores ao sistema. Um sistema isolado é um sistema material que
esta apenas sujeito a acao de forcas interiores

O sistema mostrado na figura,
constituido por dois pontos materiais
(astronautas) é um sistema isolado,
porque nao estda sujeito a mais Nenhuma forga externa atua sobre o sistema composto pelos dois
nenhuma interacdo a n3o ser a que R e
exercem um com o outro.

y y
—zﬁ_??umrm‘ —_X .m—_v:..—_.:,-:_.m:;'_% . §
I(/f sobre A " 1'.\ sobre B

As forcas que os astronautas exercem mutuamente
formam um par de acdo e reacao.



—_

Pela terceira lei de Newton a forga que A exerce sobre B (FA/B ) é igual e de sinal
contrario a forca que B exerce sobre A ( FB/A ). S3o um para acao reacao.

IEA/B:_IEB/A:>IEA/B+IEB/A:O |EA/B :d Pa
_ . dt
dp, d pszojg(ﬁ“m):

dt dt dt

(B, + B, )=const |

Principio da Conservagao do Momento Linear :
Quando a resultante das forcas exteriores que
atuam sobre um sistema material é nula (sistema
isolado) o momento linear total do sistema
permanece constante.

Note-se que este principio é mais geral que o da conservacao da
energia, porque aquele é valido apenas quando as forgas sao

conservativas.

P
B/A —
dt
&

As forgas que os patinadores exercem
mutuamente formam um par de agio e reagio.

v +

:@-——-—‘ ) — X [ — X
F B sobre A FA sobre B

Y

Yy = :. —

P4 ¥ P
Embora a forga normal e a forga gravitacional
Sejam externas, sua soma vetorial € igual a zero
€ 0 momento linear total se conserva.



Exemplo de aplicacao: disparo de uma pistola

AB, (1)

my(=V, ¢ )+ MV, =myy; +myv ;=0

P p,i
mb
mbe,f :mpvp,f :>Vp,f :Vb,f o

m,

O recuo da pistola é funcao da relacdao entre a massa da pistola e da bala.

APyata = ~ APpistola

Nota: Na resolucao deste problema utilizou-se o médulo do vetor, ao qual se atribui
um sinal, em vez do vetor, porque 0s movimentos acontecem numa mesma direcao.
Esta simplificacao sera sempre utilizada no movimento retilineo

COLISOES

Utiliza-se o termo colisao quando existe
uma interacao vigorosa entre dois corpos
com uma duracgao curta.




1. Colisao numa linha reta

Quando as forcas entre os corpos forem muito (a) Antes da colisdo.
maiores do que as forgas externas, como em

geral acontece, podemos desprezar as forcas VAtx
exteriores e considerar o sistema isolado. Entao
existe conservacao do momento linear na
colisao

MyVp1 + MgV =MgVg , + MLV, ,

= 2,0 mfs v,m —2,0 mfs

e S
I AR ,ﬂm‘w-_‘..«

. =050ks mp=030ks

(b) A colisio.
Como o movimento é retilineo podemos utilizar a
velocidade escalar, convencionando um sentido
como positivo e o outro como negativo (da

esquerda para a direita os valores de v consideram-

se positivos) V, =2m/s;Vy =-2m/s; vy, =2m/s
(c) Depois da colisdo.

MpVp, MgV =MyV, , + MgV,

mAVA,l + mBVB,l o mBVB,z

= Vpo =~
mA ’



2. Colisao num plano horizontal

O momento linear do sistema antes da colisao é

igual ao momento linear do sistema depois da | AT B__ Usl
colisdo. "l = =
\/ \/ — \/ \/ (b) Depois da colisio.
mAVA,l + mBVB,l mAVA,2 + mBVB,2
O problema resolve-se através de um sistema de Upzy I~ 7]
2 equacdes obtido pela igualdade das 2 A “) \9:‘\“ '
componentes do momento linear L2 . _
0 (B !
MyVa1x T MgVg 1 = MaVyp o) +MgVp o, B ‘\[;‘ 2
7 |
Vg
_ 2 A N
mAVA,ly + mBVB,ly — mAVA,zy + mBVB,zy U2
ou: a 8.13 Vistas de topo das velocidades (a) antes e (b) depois
MpVaix T MgV = MpVp o + MV o 7
0= mAVA , + mBVB , Conhecida a velocidade de A depois da colisao pode-
b y 1 y

se calcular vy ,, € vy, pelo sistema de equagdes.



3. A energia das colisoes

a) Colisoes elasticas

Quando as forcas entre os corpos forem conservativas, de modo que nenhuma energia
mecanica é perdida ou adquirida durante a colis3o, A ENERGIA CINETICA TOTAL DO

SISTEMA E A MESMA ANTES E DEPOIS DA COLISAO
Py P Pii Py

[jm [ (W [l ] |-

Antes Colisao Depois

Durante a colisao, parte da energia cinética inicial transforma-se em energia potencial
elastica que, depois da colisdao se transforma de nova em energia cinética, de modo que a
guantidade de movimento do ponto 2 quando volta a posicdo inicial é simétrica da que
tinha quando partiu. Em consequéncia a energia cinética é a mesma.



b) Colisdes completamente inelasticas

Nestas colisdes ha conservacao do momento linear
mas a energia cinética diminui apds a colisao.

O principio da conservagao da quantidade de
movimento permite escrever

mAVA,l + mBVB,l — (mB + mA)VAB,Z

Como a colisdao se da numa reta tem-se, mantendo
para a velocidade v a regra de sinais referida:

mAVA,l T mBVB,l — (mB + mA)VAB,Z
MpVa, +MgVgy _
=Vag.2

(Mg +my)

Para simplificar a demonstracao considere- se que
um corpo estava parado ( Vg, = 0 ). Pelo principio
da conservacao da quantidade de movimento:

MpVar = (mB + mA)VAB,Z

(a) Antes da colisdo
_ Velero®
Val /\ Upi
A f_ . £ B S

(b) Colisdo completamente inel4stica.

1
A\_B

Os corpos ficam unidos

(€) Depois da colisdo.

B
A\ B

Os corpos movimentam-se unidos




A energia cinética do sistema antes da colisdo era:

1
K, = E MpVas
A energia cinética do sistema depois da colisdao, considerando V
é: . . oy 5
K, :E(mA-i_mB)VZABZ :E(mA_I_mB) Ao
(M, +Mg)
2
1 ()
©2(m,+mp)
2
1 (mAVA,l)
K, 2(m+m)  momyi om,
— = — =
K, 12 (m,+mg) m,vs — mg+m,
2 AT At

mAVA,l

AB2 —

(Mg +m,)

O gue mostra que K1 > K2 , havendo portanto perda de energia cinética na

colisao.



O coeficiente de restituigao numa colisao frontal &€ o quociente entre a velocidade
relativa de afastamento (apds o choque) e a velocidade relativa de aproximacao (antes
do choque). Este coeficiente é adimensional e define-se como:

V

rel. afastamento

e=
Vv

rel. aproximacao

Nota: A velocidade relativa é calculada como a soma das velocidades quando tém
sentidos opostos e a subtracao delas quando tém o mesmo sentido.

Este coeficiente variaentre O e 1.
Colisoes elastica: e=1, porque a vel. relativa de aproximacao iguala a de afastamento
Colisoes completamente inelasticas: e=0, porque a vel. relativa de afastamento é nula

Coeficiente de

Cineues restituicao (e)
Vidro com vidro 0,93
Chumbo com chumbo 0,20
Ferro com chumbo 0,12
Madeira com madeira 0,50
Marfim com marfim 0,90

Este coeficiente introduz mais uma equacao relacionando as velocidades, o que permite
resolver os problemas utilizando-a com a equac¢ao da conservacao do momento linear.



