Centro de massa
Dinamica do corpo rigido
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Centro de massa
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Do ponto de vista estatistico pode-se dizer que as coordenadas do centro

de massa sao as médias ponderadas das respetivas coordenadas dos pontos

em que os fatores de ponderacao sao as massas dos pontos.



Num corpo rigido (sélido), para o qual existe uma distribuicao continua de massas
aqueles somatorios sao substituidos por integrais e as massas sao substituidas pelas
respetivas massas especificas.

Se um objeto homogéneo possui um eixo de simetria entao o centro de massa esta
sobre esse eixo. Se existir um centro de simetria ou centro geométrico, entao esse
ponto é o seu centro de massa.
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Centro de massa

Cubo Esfera Cilindro

Se um objeto homogéneo possui um centro
seométrico, € af que o centro de massa estd localizado.

Nota: diz-se que um objeto € homogéneo quando tem massa volumica
constante



Em muitos casos, sobretudo quando se utilizam sdlidos prismaticos, o problema em
vez de trés dimensdes pode ser estudada em duas dimensdes. Em estruturas
lineares utiliza-se uma dimensao. Nestes casos usa-se a massa por unidade de area

ou a massa por unidade de comprimento respetivamente.

Quando se usam duas dimensdes é muito importante relembrar a localizacao do
centro de simetria de um triangulo retangulo e de um trapézio.

No triangulo esta situado, em relacdao ao vértice

do angulo reto, a 1/3 da base e 1/3 da altura h
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Para figuras mais complexas considera-se a massa de cada uma das partes
concentrada no seu centro de massa e utilizam-se as férmulas dadas para os
sistemas discretos. No exemplo seguinte seria um sistema constituido por dois

pontos.
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Posicio do centro
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Movimento do centro de massa

A componente do vetor velocidade do centro de massa no eixo das abcissas sera:
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Do mesmo modo, a componente do vetor velocidade no eixo das ordenadas
sera agora: n
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O vetor velocidade sera:
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A velocidade do centro de massa é a média, ponderada
pelas massas, das velocidade dos pontos do sistema

g = MUy + MyU, + MaUs + o+ + My vy

O momento linear (ou quantidade de movimento) do centro de massa de um
sistema material é igual a soma dos momento lineares (quantidades de

movimento) de cada um dos seus pontos.
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http://www.mundoeducacao.com.br/fisica/centro-massa.htm

Ao ser lancada, a barra de ferro possui
movimento de rotacao e translacao.

A rotacao faz-se, em cada instante, em
torno do centro de massa e este tem um
movimento de translacao, no exemplo
descrevendo uma parabola bem
conhecida quando se estudou o
movimento dos projéteis. Por essa razao
o movimento de transla¢ao da barra
pode ser estudado pelo movimento do
seu centro de massa, supondo nele
concentrada a massa total do sistema.



Outro exemplo

Apos a explosio do projétil, os dois fragmentos
seguem trajetorias individuais, mas o
centro de massa continua a

O projétil explode

~.  seguir a trajetdria original
" do projétil.
\
\
~
N
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MOVIMENTO DE ROTAGAO DE UM CORPO RIGIDO

Na cinematica vimos que no movimento de rotacao '
de um ponto se poderia utilizar a velocidade linear ou £

a velocidade angular.
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Em que @ = lim — é a velocidade angular expressa em rad/s
At—0 At

Movimento uniforme
A velocidade angular ( ® ) é constante):

a)=COHSt.:>C;—t9:W:>[H=HO+a)t]

Movimento uniformemente variado
A aceleragdo angular ( d, ) é constante:

dw 1
=—=const = w=W, +a,xt| ={0=0, +a,t+=a,_t’
dt 2




Num sdlido em movimento de rota¢ao, todos os pontos i
-
tém a mesma velocidade angular. Un =T <—

A velocidade linear de qualquer ponto é proporcional a sua
distancia em relacao ao eixo de rotacao. . T,
Deste modo, num determinado instante, conhecendo a V1 = o~
velocidade de um ponto do sdlido é possivel conhecer a a
velocidade de todos os outros pontos, se for conhecido o SN DY N
eixo de rotacao. LJ
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Energia cinética do movimento de rotacao:

K :Zn:% miVi2 :Zn:%mirizwiz :%wizzn:miriz
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(Ui é constante porque todos os pontos do sélido tém a mesma velocidade angular e,
portanto, pode passar para fora do somatorio

~
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| Z mr 2 € o momento de inércia em relacao ao eixo de rotacao, e depende so
— i das caracteristicas do solido (depende da massa de cada ponto e da
=] J

sua distancia ao eixo de rotacao)
1
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. 2




Nota: Como o solido é um sistema material continuo a soma dos momentos de inércia de cada ponto é uma
soma continua que se faz utilizando o integral estendido ao volume em vez do somatadrio, e a massa
especifica em vez da massa dos pontos

O momento de inércia é tanto maior quanto mais as massas estao afastadas
do eixo de rotagao. O seu valor encontra-se tabelado.
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{—Eixo de rotagio

E mais facil rodar o eixo da figura da esquerda porque o corpo tem menor momento
de inércia, e portanto energia cinética menor para a mesma velocidade angular.

Nota: Pelo teorema do trabalho energia (W = AK), a energia cinética de um corpo
num dado instante, é igual ao trabalho necessario para levar o corpo desde o
repouso até a velocidade que ele tem nesse instante.



Momentos de inércia de varios solidos relativamente aos eixos indicados na figura

/ :

(e) Cilindro oco (f) Cilindro macigo (®) Cilindro oco com (h) Esfera maciga (i) Esfera oca com
paredes finas paredes finas
1 I A 5 i
1= MR} +R)) 1= 5 MR I = MR? 1= gMR' = SMR’

Por exemplo para calcular o trabalho necessario para levar um cilindro macico de massa M e
raio R desde o estado de repouso até uma velocidade angular w de rotacdao em torno do seu

. o - 1 1
eixo de simetriautiliza — se a expressdo: W =K, — 0 = Ela)2 = EMRZ X w?



TEOREMA DOS EIXOS PARALELOS

[ le=lg+MA° |

O momento de inércia em relagao a um eixo € igual ao momento de inércia em
relacdo a um eixo paralelo que passa pelo centro de massa mais o momento de
inércia, em relacao a esse eixo, das massa suposta concentrada no centro de massa

Quando a rotacao se faz em torno de um eixo que é paralelo ao eixo para o qual as
tabelas fornecem os valores de |, o teorema anterior aplica-se diretamente quando
um dos eixos passam pelo centro de massa.

Quando nenhum dos eixos paralelos passa pelo centro de massa € necessario
aplicar o teorema duas vezes:

Primeiro calculando o momento em relacao ao eixo paralelo

que passa pelo centro de massa (l)

o =1, —MA,

e depois calcular o momento de inércia em relagao ao eixo
pretendido I,

2




Dinamica do movimento de rotacao
Quais os aspetos de uma forca capazes de alterar o movimento de rotacao de um corpo?

O que caracteriza a influéncia de uma
forca em relacao ao movimento de
Forg¢a préxima ao eixo N
i rotagdo € o momento da forca em
eficiente. relagcao ao eixo de rotacao

Eixo de rotagao

Forca mais afastada do

eixo de rotagio; mais O momento de uma forgca em relagao a
- um eixo € um vetor cujo modulo é
diretamente proporcional ao mddulo da
forca e a distancia da forca ao eixo

| Ze =1 F|xb

Forga apontada para
0 eixo de rotacao;
sem efeito.

Figura 10.1 Qual das trés forcas indicadas é mais eficiente para
xar a porca presa firmemente?

|ll

Atribui-se o sinal “+” quando a rotacao
provocada pela forca se da no sentido contrario
ao da rotacao dos ponteiros de um relogio.

A este momento também se Quando se da no sentido dos ponteiros do

chama BINARIO (Torque em [elégio atribui-se o sinal “-”.
portugués do Brasil) A distancia entre a linha de a¢do da forca e o

eixo chama-se BRACO DO MOMENTO



Ponto onde a forga atua. a de agdo da forga.

Ponto onde o ¢eixo de
....... rotacdo faz intersegdo

Fig, " com o plano do
A diagrama.
4
N
F=%900N ™ Brago da alavanca (distincia

perpendicular do eixo de rotagdo a
linha de agao da forga).

| 7. |= F x| = F xrcos19°=680,8Nm

F, = F cos19°

| 7 |= Fy x 1 = F cos19%r = 680,8Nm

A expressao anterior mostra que se pode calcular o médulo do momento da for¢a
(binario) multiplicando o médulo da forga pela distancia da sua linha de acao ao
eixo de rotacao (I) ou multiplicando a componente tangencial da forca pelo raio,
como no 22 caso apresentado.



Relagao entre o binario e a aceleragao angular

A 22 lei de Newton permite escrever para o
ponto P1 representado na figura

F,=ma

Multiplicando ambos os membros por r, tem-se o
momento da forca em relacdo ao eixo de rotacao

Ui Fl,tg L =m a

g 1,tg

Ltg Trajet6ria de x

Componente da for¢a ao
longo do eixo de rotagao.

Eixode 2 ‘
rotacdo N >

Fl,tg = mla,,[g (104)

Somente o componente da
forga tangencial produz um
componente z de torque.

Corpo
rigido em
rotacao.

U
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— uma particula e
Atendendo aque d,,, =I.d »
g 1’tg 176 enquant'o 2 Componente da
—m.r r -m r2 e forca radial.
T =M xnha,=mha, & %
Somamando 0os momentos para todos os Figura 10.6 Engyanto um corpo rigido gira em torno do eixo z, uma

pontos do sélido e considerando que todos

forca resultante F, atua sobre uma particula do corpo. Somente 0
componente da forca F, ,, pode afetar a rotacdo, porque somente ele

eles tém a mesma aceleragao angular exerce um torque em tomo de O com um componente z (ao longo

Zfi,E = Z(mirizae): (Zmiriz)ae

Te = lea,

eixo de rotacgao.

do eixo de rotacdo).

A aceleragao angular de um corpo é proporcional ao momento
(binario) responsavel pelo seu movimento de rotagao . O fator de
proporcionalidade é o momento de inércia do corpo em relagao ao



Momento mais geral de um sélido

O movimento mais geral de um sélido pode sempre ser decomposto num movimento de
translacao do seu centro de massa, considerando que nele esta localizada toda massa do
corpo, e um movimento de rotacao em torno de um eixo que passa pelo seu centro de
massa e que tem apenas movimento de translagao.

A rotagdo da roda em torno do
centro de massa: para rolamento Movimento combinado de

A translag¢do do centro de sem deslizamento, a velocidade translacio e rotagiio: rolamen
massa da roda: velocidade ¥, escalar na periferia deve serv_,.  sem deslizamento.
=+ oy =¥ — -
3 = Vem vy = 2w,

v, =0

A roda fica instantaneamente em repou
quando entra em contato com o solo.



Condigoes de equilibrio de um corpo rigido.

Ha duas condicdes necessarias e suficientes para o equilibrio do corpo rigido;
- Anulamento da resultante das forcas exteriores (EQUILIBRIO DE TRANSLACAO)
Anulamento do momento resultante dos momentos das forcas exteriores —

EQUILIBRIO DE ROTACAO.

~
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(1) .

Garante o equilibrio do centro de massa se
inicialmente em repouso

Garante o equilibrio de rotacdao em torno
de um eixo que passa pelo centro de massa

Se 0s momentos das forcas exerci-
das pelos dois meninos no baloico se
equilibrarem, o sistema mantém o seu

estado de repouso. —600%Xx 1.54+300%x3 =0

Para que o baloico esteja em equilibrio é ainda

' necessario que a resultantes das forcas
exteriores seja nula, pelo que a reacao do apoio
em O serd igual a 900 N, orientada na vertical,
de baixo para cima.
F2= 600 N; F1=300N; R=-900 N



Exemplo: Equilibrio da barra (corpo rigido)

12 condiggo: D.F, =0

(F, + Fy —400—-600-500)&, =0
F, +Fy =1500 N

2722772227777

22 condigado: ZI\7IFi =0

A Usando o ponto A para centro dos momentos

® S M(A) = (-4 x (~400))85 + (0% F )85 + (5 x (~600))85 +
+(7 x Fg)€3 + (14 x (-500))é; =0

D M= (-8400 + 7F)é3 =0

Fs =8400/7 =1200 N
F, = 1500 —1200 = 300 N

F1=400 N P=600N F2 =500 N




