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1. O valor R?=0.9308 indica que este modelo, com p=4 preditores e n =149 observacdes, explica
93,08% da variabilidade observada na variavel resposta producao, um valor muito elevado. E
de esperar que um teste de ajustamento global conduza a rejeicao da Hipotese Nula. Tem-se:

Hipoteses: Hy:R?>=0 wvs. H; :R>>0.

r3 . - 2
Estatistica do Teste: F = QQAJJWRIE =z (£+1) Ar 0 Fpn(p+1)), sob Ho.
Nivel de significancia: o = 0.05.

Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feaie > fafs,144] que, pelas tabelas, ¢ um
valor entre os valores tabelados 2.37 e 2.45.

Conclusoes: No enunciado estd omisso o valor calculado da estatistica F', mas esse valor é
calculavel a partir da expressiao acima, uma vez que é conhecido R?, sendo F.q, =484.2312.
A rejeicao de Hy é muito clara, pelo que o modelo ajustado é muito significativamente
diferente do Modelo Nulo, como seria de esperar dado o valor muito elevado de R2.

2. O valor b =0.014061 corresponde ao aumento esperado na variavel resposta, associado a cada
unidade adicional na varidvel x1, mantendo as restantes varidveis fixas. Assim, para iguais valores
dos restantes preditores, cada cm a mais no didmetro das arvores corresponde, em média, a um
aumento na producgao de 0.014061 kg/arvore. A expressao geral do intervalo a (1—a) x 100%
de confianca para o verdadeiro valor populacional de 57 ¢ dado por:

} bi —tom_(p+1) " Op, 5 D1+ lgim—(pt1) - 04 [ :

O enunciado disponibiliza a estimativa by =0.014061 e o erro padrao &31 =0.005772. Tem-se
ainda, para um IC a 95% de confianca, to 25(144) = 1.98. Logo, o intervalo a 95% de confianga
para (1 €] 0.00263 , 0.02549 [. O IC nao contém o valor zero, pelo que o preditor diametro
tem uma contribuicao significativa para o modelo (apesar de by ser pequeno em valor absoluto).

3. E pedido um teste F' parcial, para comparar o modelo de p=4 preditores inicial e o submodelo
de k=2 preditores desta alinea. Tem-se:

Hipoteses: Hy : R2=R? ws. H; : R? > R2 onde R? e R? indicam os coeficientes de
determinacao populacional, respectivamente, do modelo completo e do submodelo.

—(p+1) R2—R?
P S 0 Bt (i) sob Ho.

Nivel de significancia: a="P| Erro do tipo I | = P| Rej. Hp | Hy verdade | =0.05.

Estatistica do Teste: ' =

Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Fiqie > fo.05(2,144] = 3.05.

Conclusoes: Tem-se F, ;.= 1‘21—4 X W =36.83237. Logo, rejeita-se Hy, isto é, considera-

se que a qualidade de ajustamento do modelo completo difere significativamente (ao nivel
a =0.05) da do submodelo. Deste modo, o modelo completo é preferivel ao submodelo,
apesar da proximidade dos respectivos Coeficientes de Determinagao.



4. E pedido para considerar um algoritmo de exclusio sequencial, baseado em testes t ao nivel
a = 0.05, sobre o modelo completo original. Os testes dizem respeito as Hipoteses Nulas da
forma Hy : ;=0 e alternativas da forma H; : 8; #0, e as varidveis x; candidatas a exclusdo sao
aquelas em que nao se rejeita Hy (para o j3; correspondente).

(a)

Os valores das estatisticas de teste sdo dadas no enunciado, na coluna de nome 't value’
e, Com uma excep¢ao, os respectivos valores de prova (p-values) surgem ao lado, na coluna
final. Existe pelo menos uma varidvel candidata & exclusdo, ja que no teste associado
ao preditor nfrJun, o p-value é p = 0.0860 > 0.05, nao se rejeitando a Hipotese Nula
B3 = 0. Embora esteja omisso o p-value para o teste associado ao ultimo preditor, é
evidente pelo valor enorme da estatistica ¢ (teqe = 7.713) que o respectivo valor de prova
serd muito pequeno, concretamente, ainda mais pequeno do que os p-wvalues associados
aos dois primeiros preditores. Assim, o ultimo preditor nao é dispenséavel (a rejei¢ao da
respectiva Hipotese Nula é a mais enfética de todas). Ha, pois, uma tnica variavel preditora
candidata a sair, nfrJun, sendo o submodelo resultante deste primeiro passo o que inclui os
trés restantes preditores. Este resultado pode, & primeira vista, parecer surpreendente, dado
que o coeficiente de correlagao entre nfrJun e producao é muito elevado (r=0.9444425),
pelo que nfrJun é um bom preditor de producao. A sua exclusdo logo no primeiro passo
do algoritmo resulta do facto de que se trata dum preditor altamente correlacionado com
outro preditor, nfrSet, ainda mais fortemente correlacionado com producao. Assim, desde
que este ultimo preditor permaneca no modelo, a contribuicao adicional do preditor nfrJun
para a previsao da producao é marginal, e esse preditor é descartavel. Dito de outra forma:
o conhecimento do ntimero de frutos em Junho é uma boa maneira de prever a produgao
final. Mas o nimero de frutos em Setembro (mais perto da data da colheita) é um ainda
melhor preditor, que dispensa o conhecimento do niimero de frutos na data anterior.

Para determinar o valor de R% é crucial saber que o valor da estatistica dum teste F' parcial,
quando se compara um modelo completo e um submodelo com apenas menos um preditor é
o quadrado do valor da estatistica do teste t a Hy : 3; =0, associado a esse preditor. Assim,
o valor da estatistica do teste F' parcial para comparar o submodelo com os preditores
diametro, altura e nfrSet, e o modelo completo que inclui também o preditor nfrJun, é
F? (—1.729)? =2.989441. Mas esse valor tem de ser igual & expressao geral da estatistica

cale —
do teste, dada na resolugao da alinea 3). Assim, tem-se:

n—(p+1) R? — R? 144 0.9308 — R%

2089441 — Feale — _ 144 09308 — Fy
e p—k 1-R? 1 1-0.9308
2.989441
© 09308 R = TS X 00692 = 0001436592

< R% = 0.9308 — 0.001436592 = 0.9293634 .

Assim, o submodelo tem um Coeficiente de Determinagao muito ligeiramente inferior ao do
modelo completo.

5. Sabemos que, numa Regressao Linear, o AIC (cuja expressdao é dada no formulario), é cons-
tituido por duas parcelas, a primeira das quais mede a qualidade do ajustamento do modelo
(através do valor de SQRE) e a segunda mede a complexidade do modelo (através do nimero
de parametros do modelo, k£ + 1). Em ambos os casos, menores valores da parcela indicam um
melhor modelo: mais bem ajustado, isto € com menor Soma de Quadrados Residual, na primeira
parcela; e mais parcimonioso, no caso da segunda parcela. Os AICs de modelos diferentes sao
comparaveis, mesmo que nao se trate (como é o caso) de modelos encaixados, ou seja, de um



modelo e submodelo. Apenas é necessario que a variavel resposta seja igual e os dados com que
se ajustaram os modelos sejam os mesmos (como é o caso). Ora, na regressao linear simples ha
um modelo mais parcimonioso (um tnico preditor) e que tem uma melhor qualidade de ajusta-
mento, j4 que tem um R? superior: R?=(0.9853879)% =0.9709893. Assim, mesmo sem calcular
o valor dos dois AICs, é possivel assegurar que ambas as parcelas do modelo de regressao linear
simples sdo mais pequenas, pelo que o respectivo AIC é também menor. Assim, o modelo de
regressao linear simples de producao sobre nfrColh é preferivel ao modelo de quatro preditores,
ao abrigo do critério AIC.

Nota: Contraste-se a situacao desta alinea com o que acontece com a tradicional utilizacao do
ATIC para comparar um modelo com um seu submodelo: nesse caso, o submodelo é sempre mais
parcimonioso, mas tem necessariamente um ajustamento igual ou pior (um SQRFE igual ou mais
elevado). Nao é possivel saber a partida se o valor do AIC do submodelo &, ou ndo, menor que
o do modelo completo: isso dependera da relacao entre a perda na primeira parcela do AIC e o
ganho na segunda parcela. Apenas efectuando as contas sera possivel sabé-lo.

I1

E evidente que se esta num contexto ANOVA, com a varidvel resposta dada pelo rendimento. Trata-se
duma questdao muito semelhante & do Exercicio ANOVA 13 das aulas praticas.

1. Existem dois factores para explicar o rendimento: o local (com dois niveis, Régua e Tabuago), e
o ano. O mero facto de os anos em cada local serem diferentes permite concluir que nao estamos
perante um delineamento factorial (em cujo caso todos os anos teriam de surgir combinados com
ambos os locais). Estamos perante um delineamento hierarquizado, em que o factor ano esta
subordinado ao factor local, tendo a experiéncia sido feita na Régua em by =5 anos diferentes e
no Tabuago em by =2 diferentes anos. Em cada uma das b; + bo =7 situacoes experimentais ha o
mesmo numero de observacoes: n.=38. Assim, estamos perante um delineamento equilibrado, e
um total de 7 x 8 =56 observagoes. Cada uma dessas observagoes ¢é identificada por uma tripla
indexagao: Yj;, onde 7 indica o nivel do factor dominante (local, logo i =1,2); j indica o ano
(podendo, na Régua, ter-se j=1,2,3,4,5, e no Tabuago j=1,2). O modelo ANOVA para este
delineamento hierarquizado é o seguinte:

e A equagao do modelo ¢ Yijx = p11 + a; + Bj(;) + €k, sendo p11 o rendimento esperado
na primeira localidade (Régua) no primeiro ano ai observado (1999); «; o efeito principal
(aumento esperado no rendimento) associado & localidade ¢ (com a restri¢ao a; = 0, pelo
que apenas existe o parametro as, do efeito principal associado a Tabuago); Bj(iy o efeito
(acréscimo no rendimento médio) associado ao ano j da localidade i (com a restrigio 3y ;) =
0, para qualquer localidade i =1,2); e sendo €, o erro aleatério associado a observacao
Yijk-

e Admite-se que os erros aleatorios sao Normais, de média zero e varidncias homogéneas:
€ijx NN (0,0%), para qualquer i, j, k.

e Admite-se que os erros aleatorios €;;, sao varidveis aleatérias independentes.

Com base neste modelo, tem-se que o rendimento esperado no Tabuaco (i =2) em 1999 (j =1
também no Tabuago) é dado (tendo em conta as propriedades dos valores esperados) por:

p21 = E[Ya1i] = Elp11 + ag + Bi(o) +e21r] = pa1 + a2 + Eleaix] = pnn +az .
——

N
=0 =0



J4 para o Tabuaco (i=2) em 2003 (j=2), tem-se:

po2 = E[Yagr] = Ep11 + ag + Baa) + €a2k] = p11 + aa + Bo(a) + Eleaok] = p11 + a2 + Ba) -
——
=0

Assim, o parametro S5(2) corresponde a diferenga no rendimento médio populacional no Tabuago,
nos dois anos em que o estudo abrangeu essa localidade.

. O quadro de sintese desta ANOVA tem uma linha associada a cada tipo de efeito previsto no
modelo (Factor dominante A, local; e Factor subordinado B, ano), e ainda uma linha corres-
pondente & variabilidade Residual. Para obter as quantidades correspondentes a tabela, podem
usar-se os valores disponiveis no enunciado, as féormulas disponiveis no formulario, bem como a
conhecida relacao de que as trés Somas de Quadrados totalizam SQT. Assim, tem-se:

e gl (SQA) =a—-1=1,

gl.(SQB(A)) =(b1 — 1)+ (b —1)=4+1=5;

gL.(SQRE) =n — (b + by) = 56 — 7 = 49;

SQA = 0.6402 (enunciado);

SQRE = 8.311 (enunciado);

o SQB(A)=SQTHSQA+SQRE) = (n—1)s2~(0.6402+8.311) = 55x0.320922-8.9512=9.19451.

Como de costume, os Quadrados Médios obtém-se dividindo cada Soma de Quadrados pelos
respectivos graus de liberdade, e o valor das duas estatistica F' obtem-se dividindo o Quadrado
Meédio de cada tipo de efeito pelo Quadrado Médio Residual. Assim, a tabela completa é a
seguinte:

Variacao g.l. Soma de Quadrados Quadrado Médio F...
Local a—1—1 SQA=0.6402 QM A—0.6402 Fp=3.7745
Anos (b1=1) + (ba—1)=5 | SQB(A)=9.19451 | QM B(A)=1.838902 | Fp(4)=10.8418
Residual n—(by+by)=49 SQRE=8.311 QM RE=0.1696122 -

. E pedido para indicar se os efeitos de ano (Bj(i)) sdo significativos. O teste F' a esses efeitos
permite responder & pergunta:

Hipoteses: H : ﬁj(i) =0, Vij vs. Hy:3i 7 tal que ﬁj(i) £ 0.

Estatistica do Teste: Fp4) = %MT%? N F[ @ (bin1), -0 b ] sob Hy.

Nivel de significancia: « = 0.05.
Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Frare > fo.05(5,49) = 2.40.

Conclusoes: Como F. . = 10.8418 > 2.40, rejeita-se Hy, concluindo-se pela existéncia de
efeitos significativos de ano (ao nivel a«=0.05). Assim, a variabilidade de ano para ano é
importante, e caso tivesse sido ignorada (tratando anos diferentes como meras repetigoes,
ou apenas realizando a experiéncia num Unico ano), estar-se-ia a ignorar uma importante
fonte de variabilidade dos rendimentos, o que poderia mascarar a existéncia de efeitos de
localidade, mesmo quando estes estejam presentes.

. E pedido para efectuar um teste F' aos efeitos principais do factor dominante local. Como ja se
viu, existem apenas a =2 niveis, pelo que apos a restricao oy =0, apenas existe um parametro
desse tipo de efeitos: as. Fis o teste pedido:



Hipoteses: Hy : ao =0 vs. Hip : ag #0.

Estatistica do Teste: Fy = % N F[

Nivel de significancia: o = 0.05.

a—1 7n_2?:1 bl]’ SOb HO

Regido Critica: (Unilateral direita) Rejeitar Ho se Feae > fo.05(1,49) =~ 4.04.

Conclusoes: Como Fy. = 3.7745 < 4.04, nao se rejeita Hy, pelo que nao se pode concluir
pela existéncia de efeitos significativos de local (ao nivel «=0.05 ou inferior). Por outras
palavras, a mera transicdo de um local para outro nao permite afirmar que o rendimento
populacional difere. Um olhar para as médias em cada uma das 7 situacoes experimen-
tais permite compreender o porqué desta conclusao: havendo uma enorme variabilidade
nos rendimentos entre anos diferentes na Régua, o rendimento médio verificado nos cinco
anos na Reégua foi 0.992 kg/planta, ndo havendo sustentagio para a conclusao de que seja
significativamente diferente do rendimento médio observado no Tabuago: 0.7553.

Nota: Uma vez que as HipOteses neste teste envolvem um tunico parametro (as), e uma vez
que os modelos ANOVA sao Modelos Lineares, seria possivel igualmente efectuar um teste ¢ as
mesmas hipoteses. Os resultados desse teste alternativo seriam equivalentes.

. Nesta alinea é pedido para utilizar a teoria de Tukey para comparar a média populacional da
situacdo experimental Régua (i=1) em 1999 (j=1), ou seja, u11, com as restantes. Nessa situ-
acao experimental tem-se a menor média amostral: 7;; =0.291. Ao nivel global de significancia
a=0.05, o termo de comparagao de Tukey é dado por:

QMRE 0.1696122
Qa(br-tba  nm(br+b2) ||~ = G0.05(7.49) || g ~ 434 x 0.1456074 = 0.6319363 .

T

Sempre que [7;; — ¥y1.| > 0.6319363, deve concluir-se que p;; # 11 (com nivel global de
significancia 0.05). Assim, qualquer rendimento médio amostral superior a 0.291 + 0.6319363 =
0.9229 corresponde a uma média populacional que é significativamente diferente de pi;. Tal
situacdo apenas ocorre com dois outros anos na Régua: 2002 (para o qual a média amostral
é 713 = 1.327) e 2003 (para o qual a média amostral é 7, = 1.682). Assim, nao é possivel
afirmar que o menor dos rendimentos amostrais médios seja significativamente diferente de todos
os outros rendimentos amostrais médios nas situagoes experimentais consideradas.

. Pede-se para ajustar, aos mesmos dados, um modelo ANOVA a um tunico factor, o factor local.
Sabemos que, nesse caso, a Soma de Quadrados, graus de liberdade e Quadrado Médio corres-
pondente ao tnico factor previsto no modelo permanecem iguais, pelo que a primeira linha desta
nova tabela serd (com excepgao do valor da estatistica F) igual. A nova tabela apenas contera
mais uma linha, correspondente & variabilidade residual (ndo explicada pelo modelo a um tnico
factor). Uma vez que a soma de todas as Somas de Quadrados, em qualquer modelo ANOVA,
tem de ser SQT =(n — 1) 532/ (quantidade que nao depende do modelo ajustado), é ja possivel
concluir que a nova Soma de Quadrados Residual serd SQ RE = (55x0.329922)—0.6402=17.50551
(alternativamente, seria possivel ter somado as antigas Somas de Quadrados Residual e de efei-
tos do Factor subordinado B, no modelo hierarquizado: 9.19451 4+ 8.311=17.50551). Os novos
graus de liberdade residuais serdao (de acordo com a expressao genérica para os modelos ANOVA
a um factor) n—a =>56 — 2=>54 (que também poderiam ser calculados como a soma dos graus
de liberdade associados as mesmas duas parcelas do modelo hierarquizado atras consideradas:
5+ 49 =54). Daqui resulta que, no modelo a um factor, o Quadrado Médio Residual seréa a
razao QM RE = SﬁQfRaE = 17'%% =0.3241761. Este valor é aproximadamente o dobro do antigo
QMRE, pelo que a nova estatistica do teste F' aos efeitos de local seré sensivelmente metade



1.

do que era no modelo hierarquizado: F4 = QMA _ 06402 _ 1 974853. A tabela ANOVA do

QMRE ~— 0.3241761

modelo a um tnico factor serd portanto a seguinte:

Variacao g.l. Soma de Quadrados | Quadrado Médio Fue
Local a—1=1 SQA=0.6402 QM A=0.6402 F,—1.974853
Residual | n—a=54 | SQRE=17.50551 | QM RE=0.3241761 -

O tnico teste F' que ainda faz sentido executar é o teste F' aos efeitos do factor local, com a
Hipotese Nula Hy : ag=0. O valor fronteira da Regiao Critica ¢ agora Fp g5(1,54) ~4.02, pelo que
nao se rejeita Hy. Embora a conclusao seja qualitativamente a mesma que no modelo hierarqui-
zado, estd-se muito mais distante de rejeitar Hy no modelo a um factor, em que a variabilidade
entre anos (que é consideravel) nao é explicada e passa a ser considerada variabilidade residual.

(2)

111

Seja Y o vector aleatorio com as n observacoes da variavel resposta, e € o vector aleatorio dos
correspondentes erros aleatérios. Seja X, (p41) @ matriz (ndo aleatoria) do modelo, cuja
primeira coluna é constituida por n uns, e cujas colunas seguintes contém as n observagoes
de cada uma das p varidveis preditoras. Seja B o vector (ndo aleatorio) constituido pelos
p + 1 parametros do modelo: B: (Bo, B1, -+, Bp)t. O Modelo de Regressdo Linear Multipla
admite os seguintes pressupostos:

e Equacio do Modelo: Y = XB +E€,

e Pressupostos sobre os erros aleatorios: € ~ Ny, (0, 021,).
A equacao do Modelo corresponde a relacao linear de fundo entre os preditores e a varia-
vel resposta. Os erros aleatorios representam a variabilidade em torno dessa relagao linear,
admitindo-se a Multinormalidade, independéncia e variancias homogéneas no segundo pres-
suposto do Modelo.

O vector dos estimadores é dado pela formula que consta do formulario: 8 = (XIX)~1XMY.
Usando a equacao do Modelo, tem-se:

B = (X'X)"'X'Y = (X'X) ' XH(XB +€) = (XX XK B+ (XIX) ' Xfe = B+ (XIX)"XE.
Pelas propriedades da distribuicdo Multinormal sabe-se que a Multinormalidade dum vec-
tor aleatorio (como é €) ndo é destruida, nem pela pré-multiplicagdo por uma matriz nao
aleatoria (como (X!X)~!X!), nem pela soma dum vector nio aleatério (como B). Logo,
o vector aleatorio B tem distribuicdo Multinormal. Falta apenas identificar os seus dois
parametros, que sabemos ser o vector esperado e a matriz de (co-)variancias respectivos.

Usando as propriedades operatorias dos vectores esperados e das matrizes de (co-)variancias,
bem como as propriedades de matrizes (estudadas nas aulas), tem-se:

BB = E[f+(X'X)"'X'q = B+ (X'X)"'X" B = B.
=
=0

V[ﬁ] = V[B+ (X'X) Xl = V[(X'X)'Xle = (X'X)IX!' Ve [(XIX) X!
_ (XtX)—lxt 0'21n [Xt]t[(XtX)—l]t _ 02 (XtX)—lxtX[(XtX)t]—l
_ O'QW%[Xt(Xt)t]_l - g2 (XtX)—l )

Logo, tem-se a distribuicao indicada no enunciado.



()

i. A partir da expressao para an ,q dada no formulério, e das defini¢oes de QM RE, QMT
e R?, tem-se:

R2 B liQMREiliSQRE/[nf(erl)] _,__n—-1 SQRE
med QMT — SQT/n—-1)  n—(p+1) SQT
_ ~_n-1 SQT-SQR _ = n-1 =
e ey S 757 S oy s A

ii. A expressao para anod do ponto anterior significa que anod ¢ uma func¢ao crescente em
R?, ou seja, a maiores valores de R?, maiores valores de an oq- L0go, basta substituir
na expressdo anterior o maior (1) e menor (0) valores possiveis de R? para se ter a
gama, de possiveis valores de R?md. E imediato que, quando R?=1, também anod: 1.
Quando R?=0, tem-se:

> 4 n=1 -+ -(n-1)_ -p
e n—(p+1) n—(p+1) n—(p+1)’

R

como se pedia para provar.
iii. Trata-se apenas de interpretar o significado de R?md: 1— QM—]\ff quando este indicador
toma valores negativos. Nesse caso, tem-se QM RE > QMT. Ora, em qualquer Modelo
Linear QM RE & o estimador de o2, ou seja, da variancia da variavel resposta Y em

torno da hipersuperficie de regressio (que é o significado de ¢2). Por outro lado,

2
s , n . ~ .
QMT = ‘fLQTF‘lF :% :55, que é a variancia amostral das observacoes de Y, ou seja,

é o estimador da varidncia de Y, na auséncia da relagao linear com os preditores.

2. A equacao do modelo M a4 p é Y= p11 +a; + B + €55 A equagao do modelo M4,p tem ainda
os parametros de interaccdo: Yijr=p11 + o; + 55 + (aB)ij + €iji-

(a)

Néo se deve confundir os tipos de parametros de cada modelo (u, os efeitos do Factor
A, do Factor B e, eventualmente, de interaccio) com o nimero desses parametros. E o
numero de parametros do modelo que define os graus de liberdade associados & Soma de
Quadrados Residual, que sao dados pelo niimero de observacoes, n, menos esse niumero total
de parametros do modelo. Em ambos os modelos considerados existe um tinico parametro
p11. Em relacao aos parametros «y, associados aos a niveis do factor A, haveria & partida a
parametros, mas apos a introducao da restrigao a3 =0 (comum a ambos os modelos) apenas
sobram a—1 parametros desse tipo. De forma analoga, haveria (em ambos os modelos), &
partida, b parametros /3;, um para cada nivel do factor B, mas com a restricao 1 =0 (comum
a ambos os modelos) sobram b—1. No modelo M4, p nao h4 mais parametros, tendo-se
nesse modelo um total de 14 (a—1)4 (b—1)=a+b—1 parametros. No modelo M 4,p existem
ainda os parametros (af);;, associados aos efeitos de interaccdo. As restri¢cdes (af3);j =0
caso i=1 e/ou j=1 significam que havera ao todo (a—1)(b—1) parametros desse tipo. Logo,
no modelo M4.p 0 numero total de parametros é dado por a + (b — 1) + (a—1)(b—1) =
a+ [+ (a=D](b—-1) =a+a(b—1) = a[f + (b—})] = ab parametros.

A forma mais simples de verificar que nao ¢ possivel estudar o modelo com efeitos de inte-
raccao caso nao existam repeticoes nas ab células sera o de constatar que com apenas n.=1
observagao em cada uma dessas situagoes experimentais, o numero total de observagoes (n)
serd igual ao nimero total de parametros do modelo (ab). Logo, havera n—ab = 0 graus de
liberdade associados & Soma de Quadrados Residual, pelo que nem sera possivel definir um
Quadrado Médio Residual. Esta impossibilidade exprime o facto de nao existir informagao
suficiente para ajustar o modelo com efeitos de interac¢ao. Nesta situagao de auséncia de



repeticoes nas situacgoes experimentais dum delineamento factorial, a tnica possibilidade
de estudar os dados passa por ajustar o modelo sem efeitos de interaccao, ou seja, o modelo
Mayp.

A matriz do modelo M 44 g, ou seja, a matriz X445, é constituida por uma coluna de uns
e por colunas indicatrizes de pertenca a cada nivel do factor A, excepto o primeiro, bem
como colunas indicatrizes de pertenca a cada nivel do factor B, excepto o primeiro. A
matriz do modelo M 4., Xa.p, tem essas mesmas colunas e ainda as colunas indicatrizes
de pertenga a cada célula resultante do cruzamento de cada nivel (excepto i=1) do factor
A com cada nivel (excepto j=1) do factor B.

Por definicao, o espaco das colunas duma matriz é o conjunto de todas as possiveis com-
binagoes lineares das colunas dessa matriz. Ora todas as colunas da matriz X 4 p sao
também colunas da matriz X 4.5, pelo que o espaco das colunas C(X 44 p) tem de estar
contido no espago das colunas C(X4.p). No entanto, algumas combinacoes lineares das
colunas de X 4,5 (nomeadamente as que envolvam as indicatrizes de células) nao podem
ser criadas por combinagoes lineares das colunas de X 44 g, pelo que o espago das colunas
de X 4.p € maior que o espago das colunas de X 44 .

Como se viu nas aulas tedricas, a Soma de Quadrados Residual é a distancia ao quadrado
entre o vector das observacoes da varidvel resposta, ¥, e a sua projeccao ortogonal sobre o
espaco das colunas da matriz do modelo. Esse vector projectado é o vector do subespaco
que estd mais proximo de ¥. Assim, a projec¢ao ortogonal de ¥ sobre C(Xa4+p) C C(X a+B)
é o vector de C(X 44p) que estd mais proximo de y. Trata-se de um vector que também
pertence a C(X44p). Logo, a menor distancia entre o vector ¥ e um vector de C(X 4+p)
nunca poderd ser maior que SQRFE . p. Podera ser igual, no caso de as duas projecgoes
coincidirem (o que apenas acontecerd em situacoes excepcionais), ou poderd ser menor
quando (como acontece em geral), a projeccao de y sobre C(X a.p) produzir um vector
diferente do obtido na primeira projeccao.



